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Постановка задачи. Пусть профиль С находится в верхней жидко­
сти глубины Ни плотности р 1 • Ось ох параллельна невозмущенным 
границам раздела сред, ось оу направлена вертикально вверх, а нача­
ло координат лежит на середине хорды профиля. В системе 
координат, связанной с профилем, течение плоскопараллельное, уста­
новившееся, потенциальное. Скорости потока впереди на бесконечно­
сти равны - vj (j = 1,2). 
Введем области D 1 . Область D1 представляет полосу h2 s у s h1 
( h2 = h1 - Н ) за исКJПОчением области, ограниченной контуром С, а 
D2 - полуплоскость у s ~ . 
Используя предположения линейной теории волн малой 
амплитуды, с учетом обозначений 
w1°(z) = V1W1(z), т- = p2V22 /(p1Vi2 + p2V22 ), 
т+ = P1V12 /(p,v/ + P2V22), 
т=т+ -т-, v1 =g/V12 , v2 =g(p2 -p1)/(p1Vi2 +pzV}), 
где g - ускорение силы тяжести, придем к следующей задаче. Найти 
функции W/z), аналитические в соответствующих областях D1 и 
удовлетворяющие условиям: 
ImW1(z)=y+'J'o ,zeC (Ч'о =const), (!) 
Re[dW1(z)ldz+iv 1W1(z)]=O, y=h1, (2) 
Re[m+ dW1 (z)/dz-m-dW2(z)ldz +iv2W1(z)]= О , у=~, (3) 
Im[W1(z)-W2 (z)]= О, у=~. (4) 
jdw1 / dzj ограничен в D 1 и стремится к О при х ~ +оо. (5) 
Метод решения задачи закmочается в распределении двойных 
слоев особенностей (диполей) вещественных плотностей µ 1(x+ih1) и 
µ2 ( х + ih2 ) по невозмущенному уровmо свободной поверхности и ли­
нии раздела жидкостей, к потенциалам которых добавляются такие 
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реrулярные вне С функции, что условие (1) на контуре выполняется 
точно [1,2]. 
Для бесциркуляционного обтекания профиля С комплексный по­
тенциал будем искать в виде 
Wь/z) = WЬ<x>(z)+v1 (z)+v2(z)+Ф 1 (z)+Ф2 (z), (6) 
где W Ь<ю ( z) - комплексный потенциал возмущенного течения при об­
текании профиля безграничным потоком, 
l rю+hki (t) l rю+hki 
vk(z)=-. J !!:L_dt, Фk(z)=-. jFk(z,t)µk(t)dt(k=1,2). 
21tl -rю+hti Z - t 21t1 -rю+hti 
Функции Fk(z,t) строятся в параметрической плоскости с; на ос­
новании теоремы Мили-Томсона об окружности [3]: 
F_.;[f(c;),f( t)] = [Xk (c;;t) + Gk (c;;t)]/ /'( •) , Gk (с;,•)= 1/[т 2 (с;-1 /t)], 
Xk (с;,•)= [!(с;)- Л •)- f'('tXc;- •)]/(с; - •)![!(с;)- f( •)], 
где z = f(c,) - конформное отображение внешности окружности 
c0 :jc;j=l на внешность профиля, причем /(оо)=оо, с;а =-1 - соот­
ветствует задней кромке профиля z а, • = /-1 (t). 
Плотности распределенных особеннностей µk (t) определяются из 
условий (2), (3) с использованием условия (5) [1]. Окончательно име-
ем 
µ 1(c;J=qi1(c;i}+Im JL1(c; 1,t}µ 1(t}dt+Im JL4 (c;"•)µ 2 ('t)d•, (7) 
7j т] 
µ2 (с;2) = <f>2 (<;2)+ Im J~ (<;2, •)µ2 ('t)dt + Im f L3 (с;2 , t )µ1 (• }dt, (8) 
Т2 1j 
<J>1 (с;1) = 2R{ W Ь<х> (с; 1 )-2eivi/(,i) }e-ivi/(v)wl№' (v )dv J 
<J>2(c;2)= -2R{ WЬ<ю(с;2 )-2т+ eiv2/(,2) !e-iv2/(v)WЬ<,,' (v)dv J 
W Ьоо (с;)= -(Кс; +К 1 с;)+ /(с;), К=/~( оо), 
L1(c; 1, t) = ;{-G1 (с; 1 , t)+ х 1 (с; 1 , t)-
- 2e;v,/(,i) ]e-ivi/(•)(01' v(v, t)+ Х11 v(v, t)~}, 
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~z(c;z, t) = -;{-G2(c;z, t)+x2(c;z, t)-
- 2т+ e;v2/(~2 ) }e-iV2/(•)[a2' v(v, t)+ х2' .(v, 't )}tv }· 
L3(c;2,t)=-_!_{ - 1-+G1(c;2,t)-
1t с;2 - 't 
- 2т + eiv2/(~2) ~f2 е -iv2/(v )[_-_1 _ + G , (v t)}v} 
( )2 1 v ' ' со v-t 
L4(c;1,t)=_!_{-1-+G2(c;1,t)-
1t c;I -t 
-2eiVi/(~.)~J1 e-iV1/(v)[---1-+G' (v t)]dv} 
( )2 2 v ' ' со v-t 
где Tk : c;k = 1-1 (х + ih1c) - образы невозмущенных границ раздела 
сред в параметрической плоскости. Оrметим, что потенциал в виде (6) 
удовлетворяет условию (4). 
В случае циркуляционного обтекания профиля С комплексный по­
тенциал будем искать в виде 
W;(z)=Wь;(z)+yWг/z), (9) 
где Wь; рассмотренный в (6) потенциал возмущенного бесциркуляци­
онного течения, у= Г IV1, где Г - значение циркуляции, Wг;(z) - ку­
сочно-аналитическая вне С функция, удовлетворяющая условиям (2) -
(5) и условиям 
ImWп (z )= Ч11 ,z е С (Ч11 = const), 
ЛcWл(z)==l, 
где Лс - приращение функции при обходе контура С . Функция 
Wг;(z) отыскивается в виде, аналогичном (6), где µ1r(t) нужно заме­
нить на µГlr (t), а W Ьсо (z) - на Wrco (z). 
Для µГlr(t) из условий (2), (3) получается система интегральных 
уравнений типа (7), (8) с теми же ядрами Ln(n = 1+4) и следующими 
свободными частями: 
<J>л(с;1)== lm[ln (с;1 -1/~гХf(с;~)- /(с;г)] -(с;- с;г )[f(c;1 )- /(с;г )- 2ih1] 
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где <:;г = 1-1 (zг) и zг !!О D1 U D2 - произвольно выбранная точка. 
Значение циркуляции у находится из постулата Жуковского­
Чаплыгина о конечности скорости на острой кромке профиля 
у=_ 2ттlm(-:-к_ +.К /с;~)+ Re[J1(:;a)+J2(<:;aJl _ 
Re[l/(<:; 0 -1/~г )-ll(<:;a -<:;г )-Jп(<:;а)-JГ2(<:;а)]' 
lk(<:; 0 ) = JI(<:; 0 ;t)µA:('t)dt, Jгk(<:; 0 ) = J1(<:; 0 ,t)µп('r)dt, 
(10) 
Tk Tk 
1(<:; 0 , t) = 11(<:; 0 - t)2 +11[1(<:; 0 - 1 / t)]2 . 
Для решения систем интегральных уравнений Фредгольма второго 
рода (7), (8) применялся метод последовательных приближений. Зна­
чение циркуляции вычислялось по формуле ( 1 О). Определив из (9) 
комплексный потенциал, по формуле Чаплыгина 
Х -iY = ei_ f ~[cl_Wio(c;)]2 d<:;-ip 1 V1 Г 2 со f (<:;) d<:; 
можно найти подъемную силу У и волновое сопротивление Х . 
Для расчета гидродинамических характеристик крьmового профиля 
была разработана программа, тестирование которой проведено на из­
вестных решениях других авторов для однослойных и двухслойных 
потоков и в случае более простых форм тел [2] . 
В течениях двухслойной жидкости со свободной поверхностью при 
одинаковой скорости потоков на границах раздела существует два ти­
па волн [4]. Первый тип волн имеет длину волн такую же, как на по­
верхности однородной жидкости. Амплитуда этих волн значительна 
на свободной поверхности. Второй тип волн при малой разности 
плотностей потоков получает значительное развитие на линии раздела 
жидкостей и существует только при Fr < Fr • , где Fr • - критическое 
значение числа Фруда, зависящее от р 1 / р2 и Н . 
При разной скорости потоков, проведя исследование, аналогичное 
(4], можно получить, что на границах раздела также образуется два 
типа волн. Однако длина волн и первого, и второго типов зависит от 
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отношения плотностей и скоростей потоков и толщины верхнего слоя 
жидкости, но критическое число Фруда совпадает с критическим чис­
лом для случая V1 = V2 , т. е. не зависит от отношения скоростей пото­
ков. 
На рис. 1, 2 представлены расчеты коэффициента подъемной силы 
С У = 2У /(р 1 v/ L) для профиля NACA 66mod в зависимости от числа 
Фруда Fr = V1 1 .fii, для углов атаки а= { 0° ,1°} (кривые 1, 2). 
Сплошные, штрих-пунктирные и пrrриховые кривые соответствуют 
V2 IV1 ={1.3, 1, 0.8} при Н IL = 1, h11L=0.5, р2 /р 1 =1.03, где L= 1 -
длина хорды профиля. 
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Рис. 2 
На рис. 1 представлен интервал малых чисел Фруда Fr < Fr • . Мож­
но отметить, что в данном интервале максимум больше у тех кривых 
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Cy(Fr), где меньше отношение V2 IV1• Влияние различных скоростей 
потоков в этом интервале очень значительно. 
На рис. 2 представлен интервал Fr > Fr • . Здесь выделяются два ха­
рактерных диапазона. При Fr • < Fr < 1 влияние различных скоростей 
потоков фактически отсутствует и результаты расчета С У совпадают с 
результатами для однородного по скорости и плотности потока, 
имеющего свободную поверхность. При Fr > 1 начинает сказываться 
многослойность потока. Оrметим, что расчет проведен с некоторым 
отступлением от Fr • = 0.1732 , т.к. при приближении к критическому 
значению числа Фруда резко возрастает время расчета. 
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты 99-
01 -00169, 99-01-00173). 
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Рассматривается неустойчивый оптический резонатор, в который 
каким-то образом (через отверстие связи в зеркале или через его край) 
вводится когерентный пучок от внешнего источника - стабильного 
лазера. Такие резонаторы применяются в лазерных генераторах с 
59 
